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Über die von vier Moduln erzeugte Dualgruppe 
Von Christian Herrmann, Darmstadt 
Richard Dedekind hat in [2] unter der Bezeichnung "Dualgruppe" den Verbands-
begriff als Grundlage für das Rechnen mit Untermoduln eingeführt. Insbesondere 
erkannte er die Bedeutung des modularen Gesetzes. In [3] bestimmte er den freien 
modularen Verband mit drei Erzeugenden. Damit waren zwei für die Verbands-
theorie bedeutsame Themen angeschnitten: das Studium der von gegebenen Kon-
figurationen erzeugten Verbände und die Suche nach einer angemessenen Axiomati-
sierung. 
In diesem Zusammenhang sind offenbar die folgenden Klassen von Verbänden 
von Belang: Sei R ein Ring mit 1 und V(R) die gleichungsdefinierte Klasse von Ver-
bänden, die von allen Verbänden von Untermoduln unitärer R-Moduln erzeugt wird. 
VGZ) umfaßt also alle Untergruppenverbände abelscher Gruppen. Die Gültigkeit von 
Gleichungen in V(Z) ist entscheidbar, also V(Z) rekursiv axiomatisierbar. Auch wird 
V(~) von endlichen Verbänden erzeugt [13]. 
Für beliebige Ringe R läßt sich die Gültigkeit von Gleichungen in V(R) zu Teil-
barkeitsbedingungen pk+'lpk für R in Beziehung setzen [16]. Jedes V(R) ist von end-
lichdimensionalen Verbänden erzeugt. Andererseits ist kein V(R) endlich axiomati-
sierbar [14]. Es gilt sogar, daß keine endlich axiomatisierbare gleichungsdefinierte 
Klasse modularer Verbände, die V(<Q) enthält, von endlichdimensionalen Verbänden 
erzeugt wird [12]. 
Eine befriedigende Axiomatisierung der Verbände von Untermoduln ist demnach 
nicht möglich. Dennoch reicht das modulare Gesetz zur Behandlung vieler Fragen 
aus. Dies gilt auch für die Untersuchung freier Verbände über kleinen oder sehr 
starken Relationen unterworfenen Erzeugendensystemen. Neben Dedekinds Pionier-
werk [3] sind hier insbesondere die Ereignisse von Wille [18] und Gross [6] zu nennen. 
Letztere entstanden als HiHsmittel für die Theorie unendlichdimensionaler quadra-
tischer Räume. 
Andererseits lassen sich leicht modulare Verbände konstruieren [8], die aus der 
Sichtweite der Untermodulverbände nur pathologisch genannt werden können. 
Freese [4] bemerkte, daß dabei schon fünf Erzeugende ausreichen und benutzte dies, 
um die Unentscheidbarkeit von Gleichungen in fünf Variablen für die Klasse der 
modularen Verbände zu zeigen. 
Der Fall von vier Erzeugenden läßt sich zunächst für modulare Verbände ganz 
allgemein angehen. Es seien M4 und R" die in Figur 1 angegebenen Verbände und Sn 
das Intervall [en,l] von R". 
Satz 1 [9J. Jeder von Elementen a,b,c,d mit a + b = c+d und ab = cd erzeugte 
modulare Verband ist subdirektes Produkt der Verbände ~,Sn> R" und dessen 
Dual R~. 
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Dieser Satz kann benutzt werden, um Baers [1] Verfeinerungssatz für direkte Zer-
legungen von Gruppen in eine verbandstheoretische Version zu übertragen [7]. Um 
die Rolle von Satz 1 für das Studium beliebiger von vier Elementen erzeugter Ver-
bände deutlich zu machen, benötigen wir die folgenden Verbandsterme: 
~=~+~~+~,~=~+~~+~,~=~+~~+~ 
SI =a+b+c+d und induktiv Sn+l =t;sn(qia, ... ,qid). 
Die s~ seien dual definiert. Es gilt s~ ~ s'im+l ~ Sn+l ~ Sn· 
Satz 2 [10]. Sei Mein subdirekt irreduzibler modularer Verband mit Erzeugenden 
a,b,c,d und zu keinem der Verbände aus Satz 1 isomorph. Dann gibt es ein n so, daß 
sn(a,b,c,d) = 0 oder s~(a,b,c,d) = 1 gilt. 
Umgekehrt gilt in den Verbänden aus Satz 1 Sn = 1 und s* = 0 für aUe n. Satz 2 
schöpft die durch Diagramme darstellbaren subdirekt irreduziblen modularen Ver-
bände mit vier Erzeugenden aus. Es gibt jedoch weit mehr Verbände, die nicht ge-
zeichnet werden können. 
Satz 3 [11]. Jeder von einem Rahmen erzeugte modulare Verband wird auch von vier 
Elementen erzeugt. 
Dabei ist ein Rahmen der Ordnung n im Sinne von v. Neumann [17] die verbands-
theoretische Abstraktion eines Koordinatensystems einer n-1-dimensionalen projek-
tiven Geometrie. Die Erzeugenden können in Analogie zu unzerlegbaren Quadrupeln 
von Unterräumen eines Vektorraumes nach Gel'fand und Ponomarev [5] gewählt 
werden. Die von einem Rahmen der Ordnung n ~ 4 erzeugten modularen Verbände 
(bzw. n~3 für V(,z» lassen sich genau bestimmen [12]. 
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Satz 4 [11]. Ist R ein Körper, so sind die von vier Elementen erzeugten Verbände in 
V(R) gerade die Verbände aus Satz 1 und die projektiven Geometrien von Dimen-
sion n~2 über dem Primkörper von R. Für V(R) ist das Wortproblem in vier Erzeu-
genden lösbar. 
In V(Z) gibt es jedoch subdirekt irreduzible, die weder unter Satz 1 noch unter 
Satz 3 fallen. Es ist jedoch zu vermuten, daß alle diese Verbände effektiv als Verbände 
von Untergruppen abelscher Gruppen konstruiert werden können, und daß für V(Z) 
das Wortproblem in vier Erzeugenden ebenfalls lösbar ist. Demgegenüber enthält 
nach Hutchinson [15] jede ein V(R) umfassende gleichungsdefinierte Klasse modu-
larer Verbände einen endlich präsentierten Verband mit fünf Erzeugenden, der ein 
unlösbares Wortproblem hat. 
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